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Serie 1 Exercices1a10




Q Exercice 1

Rappel :
- =(Vz € E,P(z)) = Jdz € E,-P(x)
. =(3z € E, P(z)) =Vz € E,-P(z)

P:VzeR/z?>0

M solution
-P:3zeR/z? <0

Valeur : Faux (car £ = 0 donne 02 = ()

P:3zeR/z2-2=0

# solution
-P:VzeR,z2-2#0
Valeur : VVrai (car ¢ = \/iou T = —\/5)

M solution
-P:z ¢ [1;2[cest-adirex < louz > 2

Valeur : dépend de &

P:VneN,n?2ecN

M solution
-P:ImneN,n?¢N

Valeur : Vrai (le carré d'un entier naturel est un entier naturel)

P:(VzeR);—1<cosz<1

# solution
=P :dz e R;cosz < —loucosz > 1

Valeur : Vrai (propriété de la fonction cosinus)




P:(VneN);(3meN):n<m

W solution
-P:IneN;(VmeN):n>m

Valeur : Vrai (pour tout n, on peut prendre m = n + 1)

P : (3n € N) tel que 2n + 1 est pair

W solution
—P: (VYn € N),2n + 1 est impair

Valeur : Faux (2n + 1 est toujours impair)

P:(VYneN);y/neN

W solution
—-P:dneN;y/n¢N

Valeur : Faux (contre-exemple: n = 2)

P:(VzeR);(IyeR):y—z>0

W solution
-P:JzeR;(VyeR):y—z <0

Valeur : Vrai (pour tout &, prendre y = = + 1)

10)
P:(zeR);2z+4=0

W solution
=P : (Vz € R), 2z + 4 # 0 ou il existe au moins deux solutions

Valeur : Vrai ('unique solution est z = —2)




Q Exercice 2

Ecrire a l'aide de quantificateurs les propositions suivantes :

1.
Le carré de tout réel est positif.

W solution

2.
Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.

W solution

Jz € R,z > z?

3.
Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.

W solution

Vn€Z,Im € Z,m > n

4.
Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.

W solution

dz € R,Va,b€ Z,x # ¢

5.
Il existe un entier multiple de tous les autres.

W solution
Ine€Z,YV5m € Z,m|n

(m | n signifie m divise n)

6.
Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.

W solution

Ve,yeRze<y=3geQ,rx<qg<y




e Exercice 3
1

1
Propriété : Si0 < a < balors — > 5
a

zeR,yeR

Montrerque:0<m<2et0<y<2=>%+%>1

W Solution
Ona:0<x<2

D'aprés la propriété : % > %
Deméme:0<y< 2=

En additionnant : % +

D'oll : % + % >1

R | 1
Conclusion : - + v > |

° Exercice 4

Rappel : (a — b)(a + b) = a? — b2

z c Rt

L1 1 —
Montrer que : T =l—yz=z=0

M solution
On suppose : 1+::/5 =1—+z
En multipliant par (1 4+ /z) : 1 = (1 — y/z)(1 + v/z)
D'aprés l'identité remarquable : (1 — v/Z)(1++z)=1—=
Donc:1=1—=z
Dou:z =0

Conclusion: z = 0




e Exercice 5

Propriété :a*> +b>* =0 <= a=0etb=0

1)
(V(a,b) eR?):a?>+ 02 =0=a=0etb=0
# solution
Ona:a?>0etbh?>0
Puisque : a2 + b2 =0
Alors:a?2 =0etb? =0

Dou:a=0etb=0

Conclusion:a =0etb=0

2)
ze€Rtetye RT

z+y+2=2y/c+2/y=c=y=1

W solution
Ona:z+y+2=2/z+2,/y

Onréécrit: z —2¢/x+1+y—2,/y+1=0
On factorise:(\/E—l)z—i—(\/g_/— 1)2=0
Puisque : (v —1)2 > Oet (g —1)2 >0
Alors : (vZ —1)2 =0et(,/g—1)2 =0
Dou:v/z=1lety=1

Donc:z=1lety=1

Conclusion:z =y =1




e Exercice 6

Propriété : (a — b)2 > 0 < a? +b? > 2ab

(V(a,b) eR?) :a2 +b2=1= |a+b| < V2

# solution

Etape 1 : On calcule (a + )% = a? + b? + 2ab

Puisque: a2+ b2 =1

ona:(a+b)%=1+2ab

on sait que : (a —b)2 >0

Donc : a? + b% — 2ab > 0

Alors : 2ab < a? + b2

Donc : 2ab < 1 (puisque a2 + b2 = 1)

Donc:2ab+1<1+1<2ab+1<2

Alors: (a+b)? <2 & \/WS V2

D'ou: |a +b| < V2
Conclusion : |a + b| < v/2

ﬂ Exercice 7

Définition: a € Q <— Hp,qGZ,qaéO:a:%

Montrer que sia € Qetb € Qalorsa+b e Q

W solution
Soient:a € Qetbec Q
Ona:a=%avecp,q€Z,q;éO
Et:b= T avecr,s€Z s#0
Donc:a,+b=p2#

Puisque : ps +rq € Zetgs € Z*

Dou:a+be@Q

Conclusion:a+b e Q




e Exercice 8

On considere la fonction définie sur R — {—% par :
_ x42
f(@) = 243
Montrer que :

e -1/ < 3 = 3lz -1 < |f(2) - fFQ)| < 3le -1

W Solution

2 +2—(2z+1 1—
On calcule : f(z) — f(1) = 235;_1 _1=2 2:1:(-1-:; ) Lo

1-z z—1
Donc : |f(z) — f(1)| = ||2z+1|| = ||2:z:+1||

Ona:|lz—1/ <1
Dol:—3<z-1l<i& i<z<i

En multipliantpar2:1 < 2z < 3
Enajoutant1:2 <2z +1< 4
Puisque:2z+1>0,0na|2z+1|=2zx+1

5 L1 1 1
En passant a l'inverse : 7 < o] <3

[=—1]

En multipliant par |z — 1| (positif) : %|a) -1/ < 5ol

< Hle—1)

Conclusion : 1|z — 1| < [f(z) — f(1)| < 2]z — 1

e Exercice 9

. n+1
Montrer que :n € N= =5 € N

W Solution
A\ Cette proposition est fausse !

Contre-exemple : n = 1

D14l
On calcule : w2 =

Or:%ﬁN

Conclusion : La proposition est fausse




@ Exercice 10

Ve € [-2;2] : 2V2 > V4 — &2

W solution
Soit: z € [—2;2]
Ona:—2<z<2
En élevant au carré : 0 < 22 < 4
En multipliantpar —1: -4 < —22 <0
En ajoutant4:0 <4 —z2 <4
En appliquant \/'(croissante sur [0,4o00): 0 < Vi—22<2
D'autre part: (24/2)2 =4x2=8
Puisque : 2 = \/L_let 2\/5 = \/§ et4 < 8 alors2 < 2\/5

Par conséquent : V4 — z2 < 2 < 2v/2
Conclusion : 2¢/2 > /4 — z2




Serie 2 Exercices 11 4 20

@ Exercice 11

VeeR:|z—-1<z’-z+1

W solution

On étudie le signede : 22 —z + 1 — |z — 1]

Casl:z>1=>|z—1l=2—-1

Etapel: 22—z +1—(z—1) =2 —2x+2

Etape2:22 — 2z +2=(z —1)2+1

Puisque: (2 —1)2>0= (z—-1)2+1>1>0

Donc::z:z—.'l:+1—|.'l:—1|20pourm21

Cas2:z<1l=>|z—-1=1-=2

Etape3: 2’ —z+1—-(l-z)=2’—-z+1-1+z=2a?

Puisque : €2 > 0

Donc:z?2—z+1—|z—1| > 0pourz <1

Dol : dans les deux cas, 2 —z+1— |z —1| >0

Conclusion:Vz € R: |z — 1| <z’ -z +1




@ Exercice 12

Résoudre dans R l'inéquation :

W solution
Domaine:2z +3>0& ¢ > —%
Condition nécessaire : v/2¢ +3 > 0etv2z +3<z=>2 >0
D'ou : le domaine se réduitaz > 0
Etape 1 : Pour > 0, les deux membres sont > 0, on éléve au carré : 2z + 3 < z2
Etape2:22 —22—-3>0
Etape 3: A = (—2)%2 —4(1)(—3) =4+ 12 = 16, racinesz = &2 =3ouz = -1
Donc:z2 — 2z —3=(z—3)(z+1)
Etaped: (z —3)(zr+1) >0z < —louz >3

On combine avec £ > 0 : seule > 3 convient

Conclusion : § = [3;+o00|

@ Exercice 13

Résoudre dans R l'inéquation :

e —1|+2z—-3>0

# solution

Casl:z>1=>|z—1l=z—-1

Etapel: (z—1)+22-3>03z-4>0z> 3

On combine avec £ > 1:%> 1, donc z > % convient

Solution 1: S = [§;+00]

Cas2:z<l=>|z—-1=1-=2

Etape2: (1—2)+2x—3>0czx—-2>0&2>2

On combineavec £ < 1:2 > 2etx < 1:impossible

Solution2: S5 =0

D'ou: S =S1US,

Conclusion : § = [4; 400




@ Exercice 14

VeeR: Va2 +1+z>0
# solution
Casl:2 >0
ona:vVz2+1>0 (toujours) et 2 > 0
Donc : \/.'l:2—+1 + « > 0 (somme d'un terme > 0 et d'un terme > 0)
Cas2:x < 0,onpose —z >0

Ona:z?2+1> z? = (—z)?2

La fonction , /" étant croissante : Va2 +1> /(—x)2 = | —z| = —2

Dou:vVz2+1> -z Vz2+14+2>0
Conclusion:Vz €R: V22 +1+z2 >0

@ Exercice 15

Résoudre dans R I'équation :
22— |z —2|+5=0
W solution
Casl:z>2=|z—2|=2—2
Etape1:22 — (2 —2)+5=022—2+2+5=0
Etape2:22 —2+7=0
Etape3: A = (—1)2 —4(1)(7) =1-28=-27<0
Donc : pas de solution réelle dans ce cas
Cas2:z2<2=>[z—2|=2—=2
Etaped:2? — (2-2)+5=0&2* -2+2+5=0
Etape5: 22 +2+3=0
Etape6: A =12 -4(1)(8)=1-12=-11<0
Donc : pas de solution réelle dans ce cas

D'ou : dans les deux cas, aucune solution

Conclusion : S = ) (pas de solution dans R)




@ Exercice 16

n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3 pour tout » € N
M solution
Etape 1:Toutn € Nsécrit:n=3k,n=3k+1loun=3k+2(k €N)
Cas 1:n = 3k = n est divisible par 3
Cas2:n=3k+1=n+2=3k+3=3(k+1) estdiisible par 3
Cas3:n=3k+2=n+1=3k+ 3 =3(k+1) estdivisible par 3

D'ou : dans les 3 cas, I'un des facteursn, n + 1, n + 2 est divisible par 3

Donc : le produit n(n + 1)(n + 2) est divisible par 3

Conclusion : Vn € N : n(n + 1)(n 4 2) est un multiple de 3

Q Exercice 17
zeRetyeR

TF2ety#F2=>2r+2y—zy—2#2
W Solution
Par I'absurde, on suppose : 2z + 2y — 2y — 2 = 2
Etape1: 2z +2y—ay—2=22c+2y—ay—4=0
Etape2: —zy+2z+2y—4=0&zy—2x—2y+4=0
On factorise : xy — 2z — 2y +4=2(y—2) —2(y—2) = (z — 2)(y — 2)
Donc: (z —2)(y—2)=0
Doli:z —2=00uy—2=0,cestadirexz =20uy =2

Or : ceci contredit 'hypothése & # 2 ety # 2

D'ou : I'hypothése de départ est fausse

Conclusion : z # 2 ety # 2 = 2z + 2y — zy — 2 # 2 (proposition vraie)




@ Exercice 18
z € Retz # -5

m#—8:2—1§7§2

W Solution
Par contraposée, on montre : ;—ig =2=zr=-8
Etape 1: ¢ # —5, donc on multiplie par (z + 5) : ¢ + 2 = 2(z + 5)
Etape2:xz + 2 = 22 + 10
Etape3:z—2z=10—2< —2 =8

D'ou:z = —8

Conclusion : par contraposée, £ # —8 = 2—1% = 2 (proposition vraie)

@ Exercice 19
neN

Sin? est pair alors n est pair

W Solution

Par contraposée, on montre : 1 impair = n? impair
Etape 1: nimpair= 3k € N:n=2k+1
Etape2:n? = (2k+1)2 = 4k? + 4k + 1

Etape 3: n? = 2(2k? 4+ 2k) + 1, avec 2k + 2k € N

Donc : n2 est de la forme 2p + 1, donc impair

Conclusion : par contraposée, n2 pair = m pair (proposition vraie)




@ Exercice 20
z€RetyeR

r#y=>(+1)(y—-1)#(z-1)(y+1)

M solution
Par contraposée,onmontre: (z +1)(y—1)=(z - 1)(y+1)=>z=y

Etapel: (z+1)(y—1)=azy—z+y—1

Etape2: (z —1)(y+1)=zy+z—y—1
Donc:zy—z+y—l=zy+z—y—1

Etape 3 : on simplifie zy et —1 des deux cotés: —z +y=x — y
Etaped:y+y=z+z < 2y=2z

Dou:xz =y

Conclusion : par contraposée,  # y = (z + 1)(y — 1) # (z — 1)(y + 1) (proposition vraie)




Serie 3 Exercices 21 a 30

@ Exercice 21
n€NetpeN

Montrer que n X p est pair ou n? — p2 est un multiple de 8

W Solution

Cas 1:7n ou p pair = n X p pair = proposition vraie

Cas 2 : n et p impairs

Etape1:3dk,leN:n=2k+1,p=2[+1

Etape 2: n? — p? = (n — p)(n + p)

Etape3:n—p=2k+1— (21+1)=2(k—1)
Etaped:n+p=2k+1+2l+1=2(k+1+1)

Donc: (n—p)(n+p) =2(k—1) x2(k+1+1)=4(k—1)(k+1+1)
Etape 5: (kK —I) + (k+ [ + 1) = 2k + 1 est impair

Donc : k — let k + I + 1 ont des parités différentes = I'un des deux est pair
D'oti : (k—1)(k+ 1+ 1) est pair, onnote (k — 1) (k+ 1+ 1) =2m

Etape 6: (n —p)(n+p) =4 X 2m = 8m

Conclusion : dans les 2 cas, np pair ou n? — p2 multiple de 8 — proposition vraie




@ Exercice 22
a>0etb>0

W Solution

Puisque : 1 +a > 0et1+ b > 0, on multiplie en croix
Etape1:a(l+a) =b(1+bd)

Etape 2: a + a? = b + b2

Etape3:a®> —b2+a—b=0

On factorise : a> — b? = (a — b)(a + b)

Etape 4: (a —b)(a+b)+ (a—b) =0

Etape5: (@ —b)(a+b+1) =0
Puisque:a > 0etb>0=a+b+1>0

Dou:a—b=0

Conclusion:aq = b

@ Exercice 23
f(z) =z%+22

Montrer qu'il n'existe pas de hombre positif M tel que f(w) < M pourtout z € R

W Solution
Par I'absurde : Supposons M > Otel que f(z) < M Vz € R

On choisit: x = M (car M > 0 = M € R)
Etape 1: f(M) = M2 +2M
Puisque : M > 0= M2 > 0et2M >0
Donc: f(M) = M?+2M > M

Or : I'nypothése donne f(M) < M

Dot : M < f(M) < M : contradiction

Conclusion : aucun M ne convient, f n'est pas majorée sur R




@ Exercice 24
Montrer que v/2 & Q

M solution
Par I'absurde : Supposons v/2 € Q

Etape1: V2 = % avec p,q € Z* et pged(p, g) = 1 (fraction irréductible)

; 2
Etape2:2=%:>p2=2q2

Etape 3 : p2 est pair (multiple de 2)

Or : si p était impair, p2 serait impair — donc p est pair : p = 2k
Etape 4 : p? = 4k? = 2¢° = ¢ = 2k?

Etape 5 : de méme, q2 est pair = g est pair

Or : p pair et g pair = pged(p, q) > 2, contradiction avec pged(p, g) = 1
Conclusion : v/2 ZQ




@ Exercice 25
a,beQ

1)
a+bvV2=0=>a=5b=0
M solution
Ona:a+b\/§=0

Etape1:a = —bv/2

Si:b#0, ondiviseparb:ﬁ:—%

or:a,beQ=—¢ € Q, doncv2 € Q
Contradiction : avec le résultat \/5 Z Q (exercice 24)
Dou:b=0

Etape2:a=—bv2=—-0x+v2=0

Conclusion:a=b=0

a+b/2=a' +bV2=>a=detb=1V
M solution
Ona:a+bvV2=a'+bv?2
Etape1: (a —a') + (b—b)vV2=0
D'aprées 1) : une somme de cette forme est nulle = chaque partie est nulle

Dou:a—a' =0etb—b' =0

Conclusion:a =a' etb = b’




@ Exercice 26

A= {1, 2,3,... ,n} avec 1 impair, et soit (a:l, E 7 TR :z:n) une permutation de A (un réarrangement des éléments de A)

Montrer que : 3¢ € A/z; — i est pair

M solution
Par I'absurde : Supposons x; — ¢ impair Vi € A

Etape 1: x; — ¢ impair = x; et 4 ont des parités différentes, Vi
On compte : dans A = {1,...,n} avec nimpair,ilya P = "T_l pairs et I = "TH impairs
Etape 2 : & chaque ¢ pair correspond un &; impair, et & chaque ¢ impair correspond un z; pair
Donc : parmi les x;, il y a P valeurs impaires et I valeurs paires

Or: (:1:1) est une permutation de A, donc parmi les z; il y a exactement P valeurs paires et I valeurs impaires
(mémes quantités que dans A)

Dou:P=1orP= "T_l == "TH = I : contradiction

Conclusion : 3¢ € A tel que z; — ¢ est pair

@ Exercice 27

P: (Vz € [0;1]) : 22 > z est fausse

W solution

Contre-exemple : © = L

Vérification : (%) 2

Conclusion : La proposition est fausse

@ Exercice 28

P:(Vz e R)(Vy € R) : 22 + 4% > z + y est fausse

M solution

Contre-exemple : z = y = %

verification : (1)?+ (3)* =1 <1=1+1

Conclusion : La proposition est fausse




@ Exercice 29
P: (Y(a,b) € R?) : Va2 + b2 = a + best fausse

W solution

Contre-exemple:a =b=1

Vérification : V12 + 12 =4/2#£2=1+1

Conclusion : La proposition est fausse

@ Exercice 30

« Tout entier positif est somme de trois carrés » est fausse

W Solution

Contre-exemple : 7
Carrés disponibles : Les seuls carrés < Tsont02 =0,12 =1et22 =4 (car32=9>7)

Toutes les sommes de 3 carrés parmi {0,1,4}:04+0+4+0=0,04+0+1=10+0+4=4
0+14+1=20+1+4=50+4+4=814+1+1=31+1+4=61+4+4=09,
4+4+4=12

Constat : Aucune de ces sommes n'est égale a 7

Conclusion : 7 n'est pas somme de trois carrés, donc la proposition est fausse




Serie 4 Exercices 31 a 40

@ Exercice 31

2 (V.’I:E]R*):m+% > 2 est fausse

M solution

Contre-exemple : z = —1
Vérification: =1+ L = —1-1=-2<2

Conclusion : La proposition est fausse

(La propriété est vraie pour > 0 seulement)

@ Exercice 32
flz)=222—2+3

Montrer que f n'est ni paire ni impaire
# solution
Ona: f(z) =2z —z+3
Etape1: f(—z) =2(—2z)2 — (-z) +3 =222 +2+3
Etape2: —f(z) = —(2z2 —z +3) = —2z22 +z -3
On teste f paire : f(—z) = f(z) »
Non:2z2 + 2 +3# 222 —x+3désquez #0

On teste fimpaire : f(—z) = —f(z) ?

Non:2z2 +2+3# —2¢2+2—3

Conclusion : f n'est ni paire ni impaire

@ Exercice 33

P:VY(a,b,c,d) e R*: {Z;és:>a+c#b+destfausse

W Solution

Contre-exemple: a =0,b=1,c=2,d=1
Vérification:a # b (0 # 1) etc £ d 2 # 1)

Mais:a+c=04+2=2¢etb+d=1+1=2

Conclusion : La proposition est fausse




@ Exercice 34

P: (Vx € R)(3y € R) : 22 — zy + y? = O est fausse

W Solution

Contre-exemple: z =1
Etapel:1—y+42=0=>9y2—y+1=0

Etape2: A =1 —4 = —3 < 0, pas de solution

Conclusion : La proposition est fausse

@ Exercice 35

Ve >0:z+ < >2

W Solution

. ) e
Etapel::z:-i—%_z: a:+alc—2m _ (ma:l)

Etape2: (z —1)2 > 0etz > 0, donc(m;—l)2 >0

Conclusion : z + % > 2 pour toutz > 0

@ Exercice 36
zeR

W Solution

Etapel: |z — 1| < 1 & —
Etape 2 : on ajoute 1 :
Etape 3 : on ajoute 1 :

Etape4: + < %_H
2

Conclusion : chaque étape est une équivalence <, donc I'équivalence est vraie




@ Exercice 37

Résoudre dans R I'équation :
Vei+1=2z

W solution
Condition : /22 + 1 est toujours > 0, donc il faut 2z > 0, c'est-a-dire z > 0

Etape1: vVz2 + 1 =2z = 2% + 1 = 422
Etape2:1=3a;2:>a;2=%

Etape 3: x — z >0)

1
7 (car

Conclusion : S = {%}

@ Exercice 38
zeRetyeR

|z —yl <2v2?+ 92 +ay
# solution
Etape 1: (z — )2 = 22 — 2zy + 32
Etape 2 : (:c+ %)2 =z’ +zy+ yTZ
Dol : 22 + y2 + Yy = (.'1: + %)2 + 3%2 > 0 (somme de 2 carrés)
On calcule : 4(z? + 32 + zy) — (z — y)?
. 42 2 2 a2 — 22 2
Etape 3 : = 42° + 4y° + 4dxy — =° + 22y — y* = 3z“ 4 6zy + 3y
Etape 4 : 322 + 6zy + 3y = 3(z + y)?
Puisque : 3(z + )2 >0

Donc : 4(z% + 3% +zy) — (2 - 9)* 2 0 & (z — y)® < 4(2® +9* +2v)

La fonction ,/” étant croissante : \/(:B —y)2 < \/4(5132 + 32 + zy)

D'ou : |z — y| < 24/22 + 92 + zy (car Va? = [a])

Conclusion : [z —y| < 24/22 + 3% + zy




@ Exercice 39

1)
(V(a,b) € R*)?):a+b=0<a=0etb=0
W solution
=:a4,b>0eta+b=0=>a=b=0

<:Sia=b=0,alorsa+b=0

Conclusion : L'équivalence est vraie

2)
zeRetyeR

Ve +14+ /2 +1=2z=y=0
M solution
=:vz2+1>1lety/y2+1>1
Etapel:\/z2—|—1—|—\/y2—|—1=2:>\/a:2—|—1=let\/y2—|—1=1

Etape2: 22 =0ety? =0=>z=y=0

=:Siz=y=0alorsvVI++v/1=2

Conclusion : L'équivalence est vraie




@ Exercice 40

VneN:3">1+2n

M solution
Par récurrence :

Initialisation: n =0=3=1>1+2(0) =1

Hérédité : Supposons 3" > 1 + 2n (hypothése de récurrence)

But : montrer 3"+ > 1 4 2(n + 1)

Etape 1: 3" = 3 x 3™ > 3(1 + 2n) (on multiplie 'hypothése par 3)
Etape 2: 3(1 4+ 2n) = 3+ 6n

Puisque: n>0=4n> 0= 6n > 2n

Donc:3+6n>3+2n=1+2n+2=14+2(n+1)

D'oti: 3" > 1+ 2(n+1)

Conclusion : la propriété est vraie Vn € N




Serie 5 Exercices 41 a 54

@ Exercice 41

W Solution

Par récurrence :
Initialisation: n =1 =1 = 1%2 =1 /

Hérédité : Supposons 1 +2+---+n = @

Etape 1:1+2+4---+n+(n+1) =20 | (h41)

z . n(n+l)+2(n+l) _ (n+l)(n+2)
Etapez._n" 3 0 = 2"

Conclusion : La formule est vraie pour tout n € N*

@ Exercice 42

Vn >5:2" > 6n

W solution

Par récurrence :
Initialisation: n =5=2=32>6x5=30 W@
Hérédité : Supposons 2™ > 6n pourunn > 5
But : montrer 2"+1 > 6(n + 1)
Etape1: 2" =2 x 2" > 2 x 6n = 12n
Puisque: n > 5 = 61 > 6

Donc: 12n = 6n+6n > 6n+6 = 6(n+ 1)

Do : 21 > 6(n + 1)

Conclusion:Vn > 5: 2" > 6n




@ Exercice 43

Vn € N : n8 + 2n est divisible par 3

W solution
Par récurrence :

Initialisation : n = 0 = 03 + 2(0) = 0 divisible par 3 ¥
Hérédité : Supposons 3k € N : n 4+ 2n = 3k

But : montrer que (n + 1)3 + 2(n + 1) est divisible par 3
Etape1: (n+1)%3+2(n+1)=n3+3n?+3n+1+2n+2
Etape2: = (n®+2n) +3n2 +3n +3
Etape3:=3k+3n2+3n+3

Etape4: =3(k+n?+n+1)

D'ou : (n + 1)3 + 2(n + 1) est divisible par 3

Conclusion : Vn € N : n3 + 2n est divisible par 3

@ Exercice 44

ZZ:l k2 — n(n+1)6(2n+1)

M solution
Par récurrence :

Initialisation: n =1 =12 = % —1W

Hérédité : Supposons Y _; k2 = w

Etape 1 : EZ:% k% = w + (n+1)2

- N . . 1)(2n+1 1)2
Etape 2 : on met au méme dénominateur : = n{n+1)( n_; }+6(n+1)

Etape 3 : on factorise par (n + 1) C= (n+1)[n(2n-g1)+6(n+1)]

Etape4:n(2n+1)+6(n+1)=2n2+n+6n+6=2n2+Tn+6
Etape 5:2n% + Tn + 6 = (n + 2)(2n + 3)
Dol : EZ:% k2 _ (n+1)(n—i(—i2)(2n+3)

Conclusion : la formule est vraie Yn € N*




@ Exercice 45

2 +1 2
Sy = e

M solution

Par récurrence :
e 3 12x22
Initialisation: n =1 = 1° = == =1 v

2 2
Hérédité : Supposons Y _; k3 = %
z . n+l 13 _ n%(n+1)? 3
Etape1:) "1 k° = ——— +(n+1)
. " . . n?(n+1)2+4(n+1)3
Etape 2 : on met au méme dénominateur : = —

Etape 3 : on factorise par (n +1)% : = w
Etape4:n?2 +4(n+1)=n?+4n+4 = (n+2)2
Dol : 221.11 B — (n+1)24(n+2)2

Conclusion : la formule est vraie Yn € N*

@ Exercice 46

Yoro(2k+1) = (n+1)2

W solution

Par récurrence :
Initialisation: n=0=1=12=1§
Hérédité : Supposons Y % _o(2k + 1) = (n + 1)2
Etape 1: Y 7 0(2k+1) = (n+1)2 4+ (2(n + 1) + 1)
Etape2:=n2+2n+1+2n+3=n?+4n+4=(n+2)?

Conclusion : La formule est vraie pour toutn € N




Q Exercice 47

Vn € N : 4™ + 6n — 1 est divisible par 9

M solution
Par récurrence :

Initialisation : 7 = 0 = 1 4+ 0 — 1 = 0 divisible par 9 \&
Hérédité : Supposons 9 | (4™ + 6n — 1)
Etape1:4"!1 4 6(n+1)—1=4x4"+6n+6—1
Etape2:=(4"+6n—1)+3 x 4"+ 6

Etape 3: = 9k + 3(4" + 2)

Etape 4: 4 = 3 + 1, donc 4” = (3 + 1)™. En développant, tous les termes sauf le dernier contiennent un
facteur 3, donc 4™ = 3q 4 1 pour un entier g

Etape 5 : Donc 4™ + 2 = 3¢ + 3 = 3(g + 1), qui est bien divisible par 3, d'ou
9k+3x3(q+1)=9%+9(q+1)=9(k+qg+1)

Conclusion : 4”7 + 6(n + 1) — 1 est divisible par 9, la propriété est vraie pour tout n € N

@ Exercice 48

Vn € N : 7" — 1 est divisible par 6

W Solution

Par récurrence :
Initialisation : n = 0= 7 — 1 =1 — 1 = 0 divisible par 6 |l
Hérédité : Supposons 3k € N : 7" — 1 = 6k
Etape1: 7"t —1=7x7T —-1=7(T"-1)+6
Etape2: =7 x 6k +6 =42k + 6

Etape 3: = 6(7k + 1)

D'our : 7™ — 1 est divisible par 6

Conclusion : Vn € N : 7" — 1 est divisible par 6




@ Exercice 49
P(n) : 10" — 1 divisible par 9

Q(n) : 10™ + 1 divisible par 9

1)
Démontrer que si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie

# solution
On suppose: Fk e N: 10" — 1 =9k

Etape1:10""! —1=10x 10" —1=10(10" —1) + 9
Etape2: =10 x 9k + 9 = 90k + 9

Etape 3 : = 9(10k + 1)

Conclusion : P(n + 1) est vraie

2)
Démontrer que si @(n) est vraie alors Q(n + 1) est vraie

W solution
Onsuppose: dk € N: 10" +1 =9k

Etape1: 10" +1 =10 x 10"+ 1 =10(10"+1) — 9
Etape2: =10 x 9k — 9 = 90k — 9
Etape 3 : = 9(10k — 1)

Conclusion : Q(n + 1) est vraie

3)
Expliquer I'erreur de I'éléve

W solution

Erreur : L'éléve n'a pas Vérifié l'initialisation !

P(0) : 10° — 1 =1 — 1 = O divisible par 9 [l

Q(0) : 10° +1 = 1 + 1 = 2 n'est pas divisible par 9 X

Donc Q(n) est fausse car l'initialisation échoue !

4)
Démontrer que P(n) est vraie

W solution
Initialisation : P(0) vraie [l
Hérédité : P(n) = P(n + 1) (démontré en 1)

Conclusion :P('n) est vraie pour toutn € N




5)
Démontrer que @Q(n) est fausse

W solution

Par I'absurde : Supposons que @(n) est vraie

Etape 1 : 10" + 1 est divisible par 9
Etape 2 : 10™ — 1 est divisible par 9 (d'aprés 4)
Etape 3: (10" + 1) — (10™ — 1) = 2 serait divisible par 9

Etape 4 : Contradiction car 2 n'est pas divisible par 9

Conclusion : Q(n) est fausse pour tout # € N

@ Exercice 50

P(n) : 7 — 1 est divisible par 3

1)
Démontrer que si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie

W solution
Onsuppose:JkeN: 7" —1=3k

Etape1: 7" —1=7TxT —1="7(T"—1)+6

Etape2: =7 Xx3k+6 =21k +6

Etape 3 : = 3(7k + 2)

Conclusion : P(n + 1) est vraie

2)
En déduire, par récurrence, que P(n) est vraie pour toutn € N

M solution
Initialisation: n = 0 = 70 — 1 =1 — 1 = 0 divisible par 3 ¥
Hérédité : démontrée en 1)

Conclusion : P(n) est vraie pour toutn € N




@ Exercice 51
a,be]l—1;1]

a+b
-1< 1+ab <1

W Solution

Etape 1: Comme |a| < 1et|b| < 1,onaab > —1, donc 1 + ab > 0 (le dénominateur est positif)

Etape 2 : Puisque 1 + ab > 0, l'inégalité —1 < f-:-:b < léquivauta —(1+ab) <a+b<1l+ab

Etape 3 (partie droite) :a +b<1+ab&0<1—-a—-b+abs 0< (1—a)(l —b), vraicara < 1et
b<l1

Etape 4 (partie gauche):a+b> —(1+ab) ©0<1+a+b+ab< 0< (1+a)(1+b), vraicar
a>—leth>—1

Conclusion : —1 < I‘ﬂ:r;b <1




@ Exercice 52

Traduire en langage courant puis déterminer la négation et la valeur de vérité :

1)

P:VzeR)(FyeR):z>y

W solution
Traduction : Pour tout réel @, il existe un réel y tel que £ > y

Négation: Iz e R(Vy e R) : 2z < y

Valeur : Vrai (prendrey = & — 1)

P:(IzeR)(VyeR):z>y

W solution

Traduction : |l existe un réel z qui est plus grand que tout réel y
Négation:Vz e R(Fy e R) : 2z <y

Valeur : Faux (aucun réel n'est plus grand que tous les autres)

P:VzeR):z22>4=z2>2

W solution
Traduction : Pour tout réel z, si 2 > 4 alors > 2

Négation: Jz € R: 2% > 4etz < 2

Valeur : Faux (contre-exemple: £ = —3)

P:(3zeR):z2=14

W solution

Traduction : Il existe un réel z tel que z2=14
Négation:Vz € R: 22 # 4

Valeur : Vrai (z = 2ouz = —2)




@ Exercice 53

A l'aide de la méthode des tables de vérité, dire si la formule est une tautologie.

P= (PouQ)

# solution
Q Pou@ P= (PouQ)
\' \')

\' \'

Conclusion : C'est une tautologie




@ Exercice 54

1)
acRT beRt

a<b=>a< % <bet0<Vab<b
# solution
Etapel:a<b=>a+a<a+b<b+bd
Etape2:2a < a+b<2b=a< %2 <b
Etape3:0<a<b=0<ab<b?

Etape 4:0 < vab<b

Conclusion : Les inégalités sont vraies

Vn € N,n(n + 1) est divisible par 2
M solution
Cas 1 : n pair = n divisible par 2
Cas 2 : n impair = n + 1 pair

Etape 3 : Dans les deux cas, n(n + 1) est divisible par 2

Conclusion : La propriété est vraie pour toutn € N




v/n? 4+ 1 n'est pas un entier

W solution
Par I'absurde : Supposons que v/n2 +1 € N

Etapel:4v/n2+ 1=k aveck €N
Etape2:n’+ 1=K o k?-n2=1

Etape3: (k—n)(k+n) =1

Puisque: k2 =n2+1>n?=k>n>1=>k+n>0etk—n>0
Donc : k — n et k + m sont 2 entiers positifs dont le produit vaut 1
Dou:k—n=1letk+n=1

Etape 4 : en additonnant: 2k =2 =k=1,puisn=k—1=0

or:n € N* = n > 1, contradiction avecn = 0

Conclusion: vVn?2 +1 ¢ N

4)
VieR:z<2=22<4?

W solution
Contre-exemple : £ = —3
Vérification : —3 < 2 mais (—3)2 =9 >4

Conclusion : La proposition est fausse




5)
a c R

VneN:(1+a)">1+nxa

W solution
Par récurrence :

Initialisation:m =0= (1+a)’=1>14+0=1H

Hérédité : Supposons (1 + a)” > 1+ na

Puisque : 14-a > 0 (car @ € R%), on multiplie I'nypothése par (1 4 a)
Etape1: (1 +a)""! = (1 +a)(1 +a)" > (1 +a)(1 + na)

Etape 2: (1+a)(1+na) =1+ na+a+na® =1+ (n+ 1)a + na?
Puisque:n > 0eta? > 0= na% >0

Donc: 1+ (n+1)a+na?>1+(n+1)a

Dou: (1+a)*1>1+4 (n+1)a

Conclusion:Vn € N: (1+a)” > 1+ na




Fin des series — Logique Mathematique
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