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Serie 1 Exercices1a10




a Exercice 1

Rappel :
- =(Vz € E,P(z)) = Jdz € E,-P(x)
. =(3z € E, P(z)) =Vz € E,-P(z)

Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :

1)

P:VzeR/z?>0

P:3zecR/z?-2=0

P:VYneN,n?eN

P:(VzeR);—1<cosz <1

P:(VneN);(3meN):n<m

P : (3n € N) tel que 2n + 1 est pair

P:(VneN);y/neN

P:(VzeR);(yeR):y—z>0




P:(zeR);2z+4=0

e Exercice 2

Ecrire & l'aide de quantificateurs les propositions suivantes :

1.
Le carré de tout réel est positif.

2.
Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.

3.
Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.

4.
Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.

5.
Il existe un entier multiple de tous les autres.

6.
Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.

e Exercice 3

e 1 1
Propriété : Si0 < a < balors — > 3
a

zeR,yeR

Montrerque:0<w<2et0<y<2=>%+%>1

° Exercice 4

Rappel : (a — b)(a + b) = a® — b?
z € Rt

. 1 — 1 _ —
Montrer que : Ve =1—-yz=z=0




e Exercice 5

Propriété :a*> +b>* =0 <= a=0etb=0
1)

(V(a,b) eR?) :a2+b2=0=a=0etb=0

2)
z€Rtetye RT

c+y+2=2/c+2/y=>c=y=1

e Exercice 6

Propriété : (a — b)2 > 0 < a2 +b% > 2ab

(V(a,b) €R?) : a2 +b*=1= |a+b| < V2

° Exercice 7

Définition: a € Q <— EIp,qEZ,qaéO:a,=§

Montrer que sia € Qetb € Qalorsa+b e Q

il = £

2 -1 < 3 = Flz -1 < [f(z) — F()| < 3]z —1]

. n+1
Montrer que : n € N = i) eN




@ Exercice 10

Ve € [-2;2] : 2V2 > V4 — &2




Serie 2

@ Exercice 11

@ Exercice 12
R

@ Exercice 13
R

@ Exercice 14

@ Exercice 15
R

@ Exercice 16

Q Exercice 17
zeRetyeR

VeeR:|z—1|<z?-z+1

lz—1|+2z—-3>0

VeeR:Vz2+14+z2>0

z?— |z —2|+5=0

n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3 pour tout € N

TH2ety#2=2c+2y—ay—2+#2




@ Exercice 18
z € Retz # -5

@ Exercice 19
n€eN

@ Exercice 20
z€Retye R

m;é—8::—j:§7é2

Sin? est pair alors n est pair

cFy=>(z+1)y-1)#@-1)(y+1)




Serie 3 Exercices 21 a 30

@ Exercice 21
neNetpe N

Montrer que n X p est pair ou n? — p2 est un multiple de 8

@ Exercice 22
a>0etb>0

@ Exercice 23
flz) =z + 2z

Montrer qu'il n'existe pas de nombre positif M tel que f(w) < M pourtout x € R

@ Exercice 24

Montrer que v/2 & Q

@ Exercice 25
a,beQ

1)

a+bv/2=0=a=b=0

a+b/2=ad +bV2=a=a'eth=10

@ Exercice 26

A= {1, 2,3,... ,'n,} avec n impair, et soit (:1;1, Toyeony a:n) une permutation de A (un réarrangement des éléments de A)

Montrer que : 3¢ € A/z; — 4 est pair




@ Exercice 27

@ Exercice 28

@ Exercice 29

@ Exercice 30

P: (Vz € [0;1]) : 22 > z est fausse

P:(Vz e R)(Vy € R) : 22 + y?> > = + y est fausse

P: (Y(a,b) € R?) : Va2 + b2 = a + best fausse

« Tout entier positif est somme de trois carrés » est fausse




Serie 4 Exercices 31 a 40

@ Exercice 31

2 (V.’I:E]R*):m+% > 2 est fausse

@ Exercice 32
flz)=222—z+3

Montrer que f n'est ni paire ni impaire

@ Exercice 33
P:VY(a,b,c,d) e R*: {Z:ZS:> a+ c # b+ d estfausse

@ Exercice 34

P:(Vz e R)(3y €R): 2% — zy + y® = O est fausse

@ Exercice 35

Ve>0:z+1>2

@ Exercice 36

ze€R

@ Exercice 37

Résoudre dans R I'équation :




@ Exercice 38
z€RetyeR

@ Exercice 39

1)

2)
zeRetyeR

@ Exercice 40

|z —y| < 2¢/x2 + 92 + 2y

(V(a,b) € (R*)?):a+b=0<a=0etb=0

V2 +1++4/12+1=2cz=y=0

VneN:3">1+2n




Serie 5 Exercices 41 a 54

@ Exercice 41

1+2+3+--+n="2000

@ Exercice 42

Vn >5:2" > 6n

@ Exercice 43

Vn € N : n3 + 2n est divisible par 3

@ Exercice 44

n n(n+1)(2n+1
S g2 = Bt

@ Exercice 45

n n?(n+1)2
Ek=1k3:—(4+)

@ Exercice 46

Sro(2k+1) = (n+1)2

@ Exercice 47

Vn € N : 4" 4 6n — 1 est divisible par 9

@ Exercice 48

Vn € N : 7" — 1 est divisible par 6




@ Exercice 49
P(n) : 10" — 1 divisible par 9
Q(n) : 10™ + 1 divisible par 9

1)
Démontrer que si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie

2)
Démontrer que si @(n) est vraie alors Q(n + 1) est vraie

)
Expliquer I'erreur de I'éléve

4)
Démontrer que P(n) est vraie

5)
Démontrer que @Q(n) est fausse

@ Exercice 50
P(n) : ™ — 1 est divisible par 3

1)
Démontrer que si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie

2)
En déduire, par récurrence, que P(n) est vraie pour toutn € N

@ Exercice 51
a,be]l—1;1]

a+b
-1< 1+ab <1




@ Exercice 52

Traduire en langage courant puis déterminer la négation et la valeur de vérité :
1)

P:VzeR)(FyeR):z>y

P:(IzeR)(VyeR):z>y

P:VzeR):22>4=z>2

P:(HzeR):x?2=4

@ Exercice 53

A l'aide de la méthode des tables de vérité, dire si la formule est une tautologie.

P= (PouQ)




@ Exercice 54

1)
acRT beRt

a<b=>a< % <bet0<Vab<b

Vn € N,n(n + 1) est divisible par 2

v/n? + 1 n'est pas un entier

4)
VeeR:z2<2=22<4?

5)
a € R}

VneN:(1+a)">1+nxa




Fin des series — Logique Mathematique
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