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Exercice 1 Valeur de vérité et négation = Facile




Q Déterminer la valeur de vérité et la négation

VzeRjz?<z=|z|==
W solution
Valeur de vérité : Vrai
Négation: 3z € Rjz? <z A|z| £ =
ona:z?<zez(z—-1)<0&zc|0,]]
Sur[0,1]: ¢ > 0, dou |z| ==

Ailleurs : I'nypothéese z2 < z est fausse, donc I'implication est vraie

Conclusion : Vrai

W solution

Valeur de vérité : Faux

Négation : 3z € R; (22 =4 4 z = 2)
Ona:z2=4=z=20ux=—-2

Or: pourz = —2 : 22 = 4 vraie mais z = 2 fausse

Donc : I'équivalence est fausse (£ = —2 contre-exemple)

Conclusion : Faux




(7<b5et24+1=3)ou (-3€N)
W solution
Valeur de vérité : Faux
Négation: (7 >50u2+1+#3)et (-3 ¢N)
Ona:7<b5:Faux;2+1=3:Vrai
Donc: (7 < 5et2+1=3):Faux
Et: —3 € N : Faux

Alors : Faux ou Faux = Faux

Conclusion : Faux

(7<5=2+1=0)ou (-3€N)

W solution

Valeur de vérité : Vrai

Négation: (7 < 5et2+1#0)et (-3 ¢ N)
Ona:7<5H:Faux;2-+1=0:Faux

Donc : (Faux = Faux) = Vrai

Et: —3 € N : Faux

Alors : Vrai ou Faux = Vrai

Conclusion : Vrai

ImeZn <nVzeR,z’<cz

W solution

Valeur de vérité : Faux

Négation : (Vn € Z,n? > n) ou (Elz eR,z? > m)

Ona:3In€Z,n?<n:Vrai(n=1)
Et:Vme]R,z2<:1::Faux(z:2)

Donc : Vrai . Faux = Faux

Conclusion : Faux




VeeR,yeRyz—y+3=0JyecR,VzeeR,z—y+3=0

W2 solution

Valeur de vérité : Faux

Négation: (Jz e R,Yy e R,z —y+3#0)ou (Vye R,Iz € R,z —y+ 3 #0)
Ona:Ve,dy,z —y+ 3 =0: Vrai (y = = + 3 convient)

Et: dy,Vz,z — y+ 3 = 0 : Faux (y fixe ne peut convenir pour tout &)

Donc : Vrai . Faux = Faux

Conclusion : Faux

VeeR;vVz2+3>2sz2>1

W solution

Valeur de vérité : Faux

Négation : dz € R; (v:z:2+322#3>a:2 1)

Ona:vVz2+3>2ez2>1ezx<-louz>1

D'ol : I'équivalence avec « & > 1 » seul est fausse (ex: £ = —2)

Conclusion : Faux




Exercice 2 Quantificateurs  Facile

e Ecrire avec les quantificateurs

Ecrire les expressions suivantes en utilisant les quantificateurs qui correspondent.

a.
Le carré d'un nombre réel est positif.

W solution

(ou Vo € R, 2% > 0 pour strictement positif)

b.
Il n'existe pas un nombre rationnel qui est solution de I'équation z?-3=0.

M solution
Az € Q:22-3=0

Ouencore : Ve € Q22 —3#0

(o
Pour tout nombre entier naturel 7z, il existe au moins un entier naturel k tel que k < n.

W solution

VneN,JdkeN:k<n

(Par exemple, on peut prendre k = 0 pour tout 72)




Exercice 3 Valeur de vérité  Facile




e Déterminer la valeur de vérité

Déterminer la valeur de vérité (Vrai ou Faux) des propositions suivantes.

a.

M solution

Valeur : Faux
Ona:z?=4=g=20uz=—2
Or: pourz = —2 : 22 = 4 vraie mais £ = 2 fausse

Donc : I'équivalence z? =4 & ¢ = 2estfausse (x = —2 est un contre-exemple)

(7T<5et2+1=3)ou (-3 €N)
W solution
Valeur : Faux
Ona:7 <b5:Faux
Et:241=3: Vrai
Donc: (7 < 5 et 2+ 1 = 3) = Faux et Vrai = Faux
Ona:—3 € N: Faux

Alors : Faux ou Faux = Faux

(7T<5=2+1=0)ou (-3 €N)
M solution
Valeur : Vrai
Ona:7 <5:Faux
Et:241=0: Faux
Donc: (7 < 5 =2+ 1 = 0) = (Faux = Faux) = Vrai
Ona:—3 € N: Faux

Alors : Vrai ou Faux = Vrai




VeeRjz2<z=|z|==

W solution

Valeur : Vrai
ona:g?<zsz(z—1)<0&zec]0,1]
sur[0,1] : & > 0, dou |z| = =

Ailleurs : I'nypothéese z2 < z est fausse, donc I'implication est vraie

D'ou : dans les deux cas, la proposition est vraie




Exercice 4 Raisonnement = Moyen




° Méthodes de raisonnement

Utiliser différentes méthodes de raisonnement pour démontrer les propositions suivantes.

1.
Contre-exemple : Montrer que la relation suivante est fausse.

VeeR,JycR:zy=2

W solution

Contre-exemple: z = 0

Ona:0x y=0 3 2, quel que soity

Conclusion : La proposition est fausse

2.
Contraposée : Montrer que :

VeeRVyeR:(z#1ANy#1)=ay+1£z+y

W solution
Contraposée:zy+1=z+y=>(z=1ouy=1)
Ona:zy+l=z+y
Donc:zy+1—z—y=0
On factorise : (z — 1)(y —1) =0
Dou:z=1louy=1

Conclusion : La proposition est vraie.

3.
Contraposée : Avec @, b € R et b # 2a, montrer que :

b
bE G =R # 7

W solution

Contraposée : ‘2‘:_21’; = % =b=

at2b _ 6

ona: 255 = 7

On multiplie en croix : 7(a + 2b) = 6(2a — b)
Donc : 7a + 14b = 12a — 6b

Alors : 20b = ba

Dou:b= 7

Conclusion : La proposition est vraie.




4,
Absurde : Sachant que \/§ ¢ @, montrer que :

VreQr+v2¢Q

# solution
Par I'absurde : Supposons 3r € Q : 7+ /2 € Q

Onpose:q=r+\/§€Q
AIors:\/§=q—r

Or:geQetreQ=q—-recQ

Donc : v/2 € Q, ce qui contredit I'hypothése v/2 ¢ Q

Conclusion : La proposition est vraie.

5a.
Absurde : Montrer que :

V(a,b) ERT* xR+ :a+b=0= (a=0Ab=0)

W solution
Par I'absurde : Supposons @ + b = O et (@ # 0 ou b # 0)

Ona:a,beRT=>a>0etb>0
Si:a > 0, alors b= —a < 0, contradiction avec b > 0
Si: b > 0, alorsa = —b < 0, contradiction avec @ > 0

Donc:a=0etb=0

Conclusion : La proposition est vraie.

5b.
Déduction : Résoudre I'équation :

22 +y? —22+4y+5=0
W solution
Ona:z?+y?—22+4y+5=0
on regroupe : (z2 — 2z + 1)+ (3> +4y+4) =0
On factorise : (z —1)2 + (y+2)2 =0
Puisque : (z —1)2 > Oet (y+2)2 >0
Alors : (z — 1) = Oet (y+2)2 =0

Dou:xz=1lety=—2

Conclusion : La solution est (1, —2).




Exercice 5 Lois logiques = Moyen




e Lois logiques

Etudier, par deux méthodes différentes, si chaque proposition est une loi logique (tautologie).

a.

p=(¢=p)

W solution

Méthode 1 - Table de vérité :

g=p p=(¢=p)
Vv

Vv

Méthode 2 - Equivalences :
Oona:p= (g=p)=-pV(~qVDp)
Donc: = (—pVp)V —q
Dou:=VV—-q=V

Conclusion : C'est une tautologie.

W solution

Méthode 1 - Table de vérité :

p=>q p=>(@=4q
\Y)
F
\"/

Vv

On remarque : pour p = V etq = F', la proposition est fausse

Conclusion : Ce n'est pas une loi logique.




W solution

Méthode 1 - Table de vérité :

p p=>q (Pp=>q=>p

Vv

Vv

On remarque : pour p = F' et ¢ = V, la proposition est fausse

Conclusion : Ce n'est pas une loi logique.

d.
Disjonction des cas : Montrer que :

W solution

Cas 1:m est pair (n = 2k)

n n2 2
Ona: 2t _ P& _ pgp2 L 1) e N
Cas 2 : n estimpair (n = 2k + 1)

ona:n?+1=(2k+1)2+1=4k*+4k+2=2(2k*+2k+1)

Donc : @ =n(2k2+2k+1)€N

Conclusion : La propriété est vraie pour tout € N,




e.
Equivalences successives : Montrer que :

= (g=r) e (PAg =)
M solution
Ona:p=(¢g=r)
Par définitionde = : = -pV (—qV r)
Par associativité de V : = (—|p \% —|q) vVr
Par loi de De Morgan: = —(pAg) Vr
Dou:=(pAg)=>r

Conclusion : Les deux propositions sont équivalentes.

f.
Soient z,y € R*, montrer que :

z+y+2=2y/c+2/y=c=y=1

M solution
Ona:x+y+2=2y/z+2,/y

Onréécrit: 2 —2¢/2+1+y—2,/y+1=0
On factorise : (y/z — 1)2 + (/g —1)2=10
Puisque : (vZ —1)2 > 0et (yy—1)2>0
Alors: (/z —1)2=0et(y/y—1)2=0
Dou:vz=1lety=1
Donc:z=1lety=1

Conclusion:z =y = 1.




Exercice 6 Implication - Contraposée - Négation = Moyen

e Etude d'une implication

On considere l'implication suivante :
P(a,b):a+b+ab+1=0=(a=—-1oub=-1)

1.
Déterminer I'implication contraposée de P(a, b).

# solution
Contraposée : P'(a,b) : (a # —1etb# —1) =>a+b+ab+1#0
(On utilise 7(A ou B) = A et —B)

7
Déterminer la négation de P(a, b).

W solution
Négation :
—-P(a,b):a+b+ab+1=0eta#—-1letb# -1

(On utilise =(A = B) = A et —B)
et-(a=—-loub=-1)=a# —letb#—1

3.
Montrer que P(a, b) est une implication vraie.

W solution
Ona:a+b+ab+1=0

Onréarrange:a+1+b+ab=0
On factorise : (a +1) +bla+1) =0
Donc:(a+1)(1+b)=0
Dou:a+1=00ub+1=0

Alors:a=—1loub= -1

Conclusion : L'implication P(a, b) est vraie.




° Etude d'une implication avec quantificateurs

P :Vz € [0,+0o[,Vy € [1, +o0[:
(WVz+g—1=1(z+y+1) = (z=1lety=2)

1.
Ecrire P sans utiliser le connecteur = .

M solution

Vz € [0,4o00[,Vy € [1,4o0]:
(Vz+y—1#3(@+y+1)ou(z=1lety=2)

A= B=-AouB

2.
Déterminer la négation de P.

W solution

dz € [0, 4o00[, Jy € [1, +o00]:
(Vz+g—1=21(z+y+1))et(z#1louy+#2)

~(¥)=3et~(A= B)=Aet -B

3.
Déterminer l'implication contraposée de P.

W solution

Vz € [0,+o00[,Vy € [1, 400l
(z#louy#2)=> (Va+4—1#3(z+y+1))




4,
Déterminer la valeur de vérité de P.

W solution

Valeur de vérité : Vrai
Ona:\/r+,y—1= %(m+y+1)
On multipliepar2:2\/5+2\/§—2=:c+y+1

Onréarrange : ¢ — 2/z +y —2,/y+3=0

on factorise : (vz —1)2+ (yg—1)2+1=0

Donc: (vz—1)2+ (y—1)2=-1
Or : une somme de carrés est toujours > 0, elle ne peut jamais valoir —1
Donc : I'hypothése est toujours fausse (aucune solution)

Puisque : une implication d'hypothése toujours fausse est toujours vraie (vraie par vacuité)

Conclusion : P est Vraie.




Exercice 7 Raisonnement par récurrence Difficile




e Récurrence - Partie 1

Pour toutn € N, 32 + 274 est divisible par 5.
W solution
Vérificationan = 0:
On calcule: 324+ 2% =9+ 16 = 25 = 5 x 5 § (divisible par 5)
Vérificationan =1 :

On calcule : 33 + 2% = 27 + 32 = 59 (59 n'est pas divisible par 5)

La propriété est vraie pour n = 0 mais fausse pour n = 1 : elle n'est donc pas vraie pour tout 7 € N. La
récurrence ne peut pas fonctionner ici, car I'hérédité échoue (essayer de la "forcer" menerait a une étape fausse).

Conclusion : La propriété est fausse (n = 1 est un contre-exemple).

Pour tout n € N*, 37+2 274 et divisible par 5.

W Solution

Initialisation : n = 1
On calcule : 33 4+ 25 = 27+ 32 = 59

Or : 59 n'est pas divisible par 5

Conclusion : La propriété est fausse pour n = 1, donc fausse sur N*.

n=20




Pour tout n € N*, 3 divise 4n® — n.

W solution

Initialisation : n = 1

On calcule : 4(1)3 — 1 =4 — 1 = 3, divisible par 3 il

Hérédité : Supposons 3k € N: 4n® —n =3k

on développe : 4(n+ 1) —(n+1) =4(n®+3n2+3n+1)—n—1

On réécrit : = (4n3 — n) + 12n% + 12n + 3

on remplace : = 3k + 3(4n? + 4n + 1)

Dot : = 3(k + 4n? +4n + 1)

Conclusion : La propriété est vraie pour tout m € N*.

Pour tout » € N, 8 divise 1 4+ 57! + 2 x 3™

M solution

Initialisation : n = 0

Oncalcule: 14+ 51 +2x 3% =145+ 2 = 8, divisible par 8 {l

Hérédité : Supposons 3k € N: 1+ 5" 4+ 2 x 3» = 8k

On développe : 1 + 5712 4 2 x 3ntl

on réécrit : = (1 + 5™ + 2 x 37) + (572 — 57*1) + 2(3~+! — 37)

On remplace : = 8k + 5""1(5 — 1) + 2 x 3"(3 — 1)

Donc: = 8k + 4 x 571 4+ 4 x 37

On factorise : = 8k + 4(5"*! + 37)

or : 571 est impair et 3" est impair, donc leur somme est paire, on pose 5™t1 4+ 37 = 2m
D'oir : = 8k + 4(2m) = 8(k + m)

Conclusion : La propriété est vraie pour toutn € N.




Pour tout € N, 9 divise 4™ + 6n — 1.

W2 solution

Initialisation : n = 0

On calcule : 4%+ 6(0) —1 =1+ 0 — 1 = 0, divisible par 9 {ll
Hérédité : Supposons Jk € N:4"™ +6n — 1 =9k

On développe : 4" + 6(n+1) —1=4x4"+6n+6—1
Onréécrit: =4(4"+6n—1) —18n+9

On remplace : = 4(9k) — 9(2n — 1)

Dot : = 9(4k — 2n + 1)

Conclusion : La propriété est vraie pour tout n € N.

Pour tout n € N, 17 divise 3 x 52711 4 93n+1

M solution

Initialisation : n = 0

On calcule : 3 x 51 + 21 = 15 4+ 2 = 17, divisible par 17 i
Hérédité : Supposons Jk € N : 3 x 52l 4 23nt+l — 17k
On développe : 3 x 523 4 93nt4

On réécrit : = 25 x 3 x 52+l 4 8 x 23n+1

On sépare 25 = 17+ 8: = 17 x 3 x 527+l 1 8 x 3 x §2ntl | g x 23n+l

On regroupe : = 17 x 3 x 5271 + 8(3 x 52+l 4 23nt1)

Par hérédité : = 17 x 3 x 521 1 8 x 17k

D'ou : = 17(3 x 52*1 + 8k)

Conclusion : La propriété est vraie pour tout € N,




ExerCice 8 Récurrence - Sommes Difficile




e Récurrence - Partie 2

Montrer par récurrence les formules de sommes suivantes.

g.
VRneN:1+3+5+---+2n+1)=>1",(2i+1) = (n+1)?

M solution

Initialisation : n = 0

Oncalcule: 39 ,(2i4+1)=1=(0+1)> =11
Hérédité : Supposons Y 1 (26 + 1) = (n+1)2
ona: Y264 1) = 37 (26 + 1) + (2n + 3)
On remplace : = (n+1)2 +2n + 3
Ondéveloppe: =n?2+2n+1+2n+3

Dot:=n?+4n+4 = (n+2)?

Conclusion : La formule est vraie pour tout n € N.

* n 1 _ . n
VneN*:> 1, WGl)  ntl
W solution
Initialisation : n = 1

L1 1 1
Oncalcule: 1,5 = 3 = 15 (4

n

Hérédité : Supposons > ;- ; ﬁ =1

Nl 1 m 1
Ona:} .7 ) — ol T e

. P . _n(nt2)+1
On met au méme dénominateur : = D (n+2)

p 24 on+1
On développe : = %

L (n+1)2
On factorise : = 1))

n+1l
n+2

D'ou: =

Conclusion : La formule est vraie pour tout n € N*.




VneN*: Y2, = 1)(21,+1) = il

W solution
Initialisation : n = 1

R l _
On calcule : 3o = 5 = 2(1)+1 v

P 1
Hérédité : Supposons > ;- ; E @) = T

n+1 1
Ona:} ;" @i— 1)(2z+1) = T (@n+1)(2n+3)

n(2n+3)+1
On met au méme dénominateur : (2n+1)(2n+3)
2n2+3n+1

On développe : = @nt1)@2n+3)

(2n+1)(n+1)

On factorise : = W

Conclusion : La formule est vraie pour tout n € N*.

VneN*: Y7 k(k+2)= w

M solution
Initialisation: n = 1
Oncalcule:1x3=3
Et: 1x29 — 18 _ 39
Hérédité : Supposons Y p_; k(k+2) = w
ona: Yt k(k +2) = 2HEHD (4 1)(n + 3)
on factorise par (n + 1) : = ) [n(2n + 7) + 6(n + 3))]
On développe : = @[27},2 + Tn + 6n + 18]
Donc : = @[27},2 +13n + 18]
On factorise : 2n% 4+ 13n + 18 = (n + 2)(2n + 9)

Do ; = (nH(mA2)@n+9)

Conclusion : La formule est vraie pour tout n € N*,




Vn e N*: Yo, (k? + k) = 2@

M solution

Remarque : Y pq (K2 + k) =Y 1 k(k+1)

Initialisation : n = 1

Oncalcule:1 x2 =2

Et: 1x2x3 __ 2 -

5 g

Hérédité : Supposons Y ,_; k(k+ 1) = w

ona: Y k(k + 1) = 2oH)E2) 4 (4 1 1)(n + 2)

On factorise par (n + 1)(n+ 2) : = ("H)aﬂ(n )

D'ou

. (nt+1)(n+2)(n+3)
T 3

Conclusion : La formule est vraie pour tout 7 € N*,




Fin de la serie — Exercices Logique Mathematique
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